Rownania stopnia trzeciego z jedna niewiadoma

Opracowanie Zbigniew Stebel

(A) Podstawowe fakty

Réwnanie stopnia trzeciego postaci
(1) x® +ax® +bx+c=0
moze posiadac

A) jeden pierwiastek rzeczywisty oraz dwa ze soba sprz¢zone pierwiastki zespolone,

B) jeden pierwiastek pojedynczy oraz jeden podwdjny,

C) trzy rézne pierwiastki pojedyncze.
Réwnanie (1) mozemy réwniez zapisa¢ w postaci
(2) (x— Xl)(x - Xz)(x - Xs) =0
Ze wzordw (1) 1 (2) wynika, ze

a=—(x + X, + Xz)
(3) b =xX, +XX; + X, X,
C = —XX,Xg

Przyktad 1.
Wiedzac, ze 1,2,3 sa pierwiastkami rownania kubicznego znalez¢ to réGwnanie
a=-(1+2+3)=-6, b=2+3+6=11, c=-6.
Zatem rownanie przyjmuje posta¢ x* —6x* +11x—6=0.

.. a , . . , . y . .
Podstawiajac x =1z - 3 do rownania (1) otrzymujemy rOwnanie rOwnowazne postaci



(4) 2+ pz+q=0.
Przyktad 2.
Roéwnanie postaci x® +9x* +2x—1=0 przedstawi¢ w postaci rOwnowaznej
Niech x=z-3
Wtedy (z-3)° +9(z-3)* +2(z-3) -1= 0,stosujac wzory skréconego mnozenia otrzymujemy
2°® +32°(-3) +32(-3)* +(-3)* +92* -547+81+22-6-1=2%-92° + 272 - 27 +9z° -542 +81+2z-6-1=0 i po redukcji wyrazéow
podobnych mamy réwnanie
2®—257-47=0.
Roéwnanie (4) rozwiazujemy za pomoca wzoréow Cardana-Tartaglii
Oznaczmy
s 9", p°
(5) A’ = VRETE
Ad(A) Jesli A’ >0 woéwcezas roéwnanie ma doktadnie jeden pierwiastek rzeczywisty i dwa pierwiastki zespolone ze soba
sprz¢zone liczone ze wzorow
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Ad(B) Jesli A’ =0 rownanie ma jeden pierwiastek pojedynczy i jeden podwojny liczone ze wzorow
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Ad(C) Jesli A’ <0 rownanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste pojedyncze liczone ze wzorow
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(B) Przyktady rozwiazania rownan bez stosowania wzorow Cardana-Tartaglii

1.x}—4x* +x+6=0

Jest to réwnanie postaci x® +ax® +bx+c=0.

Wszystkie dzielniki wyrazu wolnego to D, = {+ 6;+3;+2;+1}

Sprawdzajac stwierdzamy, ze dla x=-1 wielomian W (x) = x* —4x* + x+6 jest podzielny przez dwumian x +1,gdyz W(-1) =0.
(x* —4x? + x+6)+ (x+1) = x* —5x + 6 ,zatem mamy rownanie rownowazne (x> —5x+6)x+1)=0.

Dla x =2 wielomian W (x) = x* —5x + 6 przyjmuje wartos$¢ zero, czyli jest podzielny przez dwumian x—2.

(x? =5x+6)+ (x— 2) = x— 3.0statecznie rownanie przyjmuje postaé (x +1)x—2)(x—3)=0.

Zatem otrzymujemy trzy rozne pierwiastki catkowite

X, =-1
X, =2
X; =3

ktore sa rozwiazaniem tego rOwnania.
Sprawdzenie:
—(X + X, +%,)=—4=a
X X, + X, X3 + X, X, =—2+6-3=1=D
— X, X,X; =6

2. X*—4x* —4x—-5=0
Dy = {15}

Sprawdzajac stwierdzamy, ze W (5) = 0.Dzielac wielomian W(X) przez dwumian x-5 otrzymujemy wielomian stopnia
drugiego x* +x+1.Zatem rownanie rownowazne ma posta¢ (x—5)(x? + x+1)=0.



Dzielniki wyrazu wolnego wielomianu W (x) = x> + x +1 nie zeruja tego wielomianu, zatem skorzystamy z algorytmu
rozwiazywania rOwnan kwadratowych.

A? =b® —4ac =1-4=-3=3i%,gdzie i jest jednostka urojona (i:=(0;)).

Poniewaz A’> <0 wigc rownanie nie ma pierwiastkow rzeczywistych, tylko dwa ze soba sprzgzone pierwiastki zespolone.
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Ostatecznie rOwnanie spetniaja dwa pierwiastki zespolone i jeden rzeczywisty x, =5.
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3. 9x° +18x* —x—-2=0

D, = {+1+2}

W (-2) =0, zatem wielomian W(x) jest podzielny przez dwumian x+2

W (x) +(x+2)=9x* —1=(3x —1)(3x + 1) ze wzoru na kwadrat roznicy.

Zatem réwnanie rownowazne przyjmuje postaé (x +2)3x -1)3x +1) = 0, skad rozwiazaniem rownania sa trzy roézne pierwiastki
X, =—2

rzeczywiste x, = —%

1
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4.x* +x°+2x—-4=0

Zauwazmy, ze W(1) =0,zatem W (x) + (x +1) = x* + 2x* + 2x + 4, wiec mamy réwnanie: (x —1)(x3 +2X% +2x + 4)= 0 rbwnowazne.

Poniewaz W(-2) =0 wigc (x* —5x% — 2x+4)+(x + 2) = x + 2, zatem otrzymujemy: (x—1)x + 2)(x? +2)=0.

X; =



Roéwnanie x? +2 = (x +iv2 Xx —i2 ): 0 ma dwa pierwiastki zespolone. Ostatecznie rownanie (4) ma dwa rézne pierwiastki
X, =—2
. . X, =1
rzeczywiste oraz dwa zespolone ze soba sprzgzone. f
Xy = —i

X, =iv2



(B) Przyklady rozwiazania rownan z zastosowaniem wzorow Cardana-Tartaglii

Rownanie x*+6x*+9x+4=0
Jest to rOwnanie postaci x* +ax® +bx+c=0.

Niech x =z —% =z - 2. Wtedy po podstawieniu otrzymujemy

(z-2)* +6(z—2)* +9(z - 2)+ 4 = 0. Po zastosowaniu wzorow na sze$cian i kwadrat r6znicy mamy
2° -62° +127 -8+ 62° — 24z + 24 + 9z —14 = 0, skad po redukcji wyrazéw podobnych otrzymujemy réwnanie

2® -3z+2=0, czyli rbwnanie rownowazne postaci x* + pz +q=0.
2 3

A = qj + 5—7 =1-1=0.Zatem rOwnanie to wzgledem zmiennej z ma jeden pierwiastek podwojny 1 jeden pojedynczy w
zbiorze liczb rzeczywistych.
Z, = 3_q =-2
P
~z
2,=12,= 21 =1.
Powracajac do zmiennej x otrzymujemy
X, =2,—-2=-4

X,=2,-2=-1
Xg =2, —2=-1.

Rownanie z®-6z-4=0.
2 3

A3 :q_+p_

yReT —4 <0, zatem roéwnanie to ma trzy rdzne pierwiastki rzeczywiste.
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COS ¢ = =—=-"_="="" = 4=45", Liczymy pierwiastki
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=2 g cosg = 2\/§c0515°

, =2~ 2 cos(g+120°j = 242 c0s135°
Z, = 21/ 2 cos(%—120°j = 2+/2 c05105°

Latwo obliczy¢, ze
cos15” = %(ﬂ \/5)
J2

cos135° = Y Sprawdzi¢ jako ¢wiczenie.
c0s105° = g(l— \/5)
t-2V2 2 B)- 10 .

z, =2\/§-(¥J:—2,

23:2\/§-g<1—\/§):1—\/§.

Latwo widac, ze rozwigzaniem réwnania sa dwa pierwiastki zespolone ze sobg sprzg¢zone 1 jeden pierwiastek catkowity
czyli rzeczywisty.



Roéwnanie 7°-3z+2=0
2 3

A= P 110
4 27
Zatem, rdbwnanie to ma jeden pierwiastek pojedynczy 1 jeden podwojny
3q 6
7, ="=" =2
p -3
~z
2,=12,= 21 =1
Rozwigzanie tego rOwnania spelniaja liczby: -2 i 1.
Zadanie (i).

Uzasadni¢, ze kazde réwnanie postaci x* +ax’ +bx+c =0 mozna sprowadzi¢ do postaci z° + pz+q=0

Dowéd: Niech x =z _%.
Wtedy po podstawieniu do rownania otrzymujemy

3 2
(z - %] + a{z - %] + b(z - %j +c¢ =0. Korzystajac ze wzorow na szes$cian 1 kwadrat roznicy otrzymujemy

_ _ 2 _ 3 2 . .
z3+3z2(—aj+3z(—aj +(—aj vl 22-2a+ 8 -2 1 c—0.Po uproszczeniu otrzymujemy
3 3 3 3 9 3
s ., a*_ a’ , 2, a° ab . .
e+ —z-—o+azri—ca Z+E+bz—?+c:0.Poredukcpwyrazowpodobnychmamy
2 3 3
2| L2527 prs C_a_b+a__a_ =0, stad
3 3 3 9 27

2°+ (b —%azjz + (c —%b + %asj = 0. Podstawiajac odpowiednio p =b —%az q=c —%ab + %a:‘} otrzymujemy réwnanie

rownowazne z° + pz+q =0 co nalezalo pokazac.
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Zadanie (j).
Uzasadni¢, ze wspotczynniki a,b i ¢ w rownaniu x* +ax® +bx+c =0 obliczamy ze wzoréw
a=—(x, +x%,+Xx;)
b = XX, + X X; + X,X, gdzie x,,%,,x, sa pierwiastkami réwnania.
C=—XX,X,

Dowdd:
Rownanie w zadaniu jest rownowazne roéwnaniu postaci: (x —x, J(x — x, Jx — x, ) = 0.Stad otrzymujemy

X2 — (X, + X, 4+ X X7+ (XX, + X, X, + X, X, )X — X, X, X, = 0.Poréwnujac rownanie dane w zadaniu z ostatnim otrzymujemy Wzory na
obliczanie wspotczynnikoéw a,b i c.
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